1. Zakladné pojmy tedrie grafov. Graf, digraf, d’alSie Struktiry TG, podgraf, uplny graf, stupeii
vrchola, pocet vrcholov neparneho stupia, izomorfizmus, komplementarnost’, reprezentacia
grafov.

e Grafom nazveme usporiadant dvojicu G = (V, H), kde V je
neprazdna kone¢nd mnozina a H je mnozina neusporiadanych dvojic typu {u, v}
takych,zeu€V,veVaub=v,t.j.

¢ Digrafom nazveme usporiadant dvojicu —G = (V, H), kde V
je neprazdna kone¢na mnozina a H je mnozina usporiadanych dvojic typu (u, v)
takych,zeu€V,veVaub=v,t.j.

Prvky mnoziny V nazyvame vrcholmi a prvky mnoziny H hranami grafu G / orientovanymi
hranami digrafu —G .

e Diagram - graficka reprezentacia grafu (napr. rovinny diagram)

e Hovorime, ze graf G' = (V’, H') je podgrafom grafu G =(V, H), akplati V'S VaH c H. V
tomto pripade budeme pisat’ G’ € G. Digraf —G’ = (V’, H’) je podgrafom digrafu —G =
(V,.H),ak V'c VaH cH.

e Hovorime, ze graf G' = (V’, H') je faktorovym podgrafom grafu G = (V, H), ak plati V'=V a
H' € H. Analogicky definujeme faktorovy podgraf digrafu —G.

e Graf G = (V, H) nazveme uplnym grafom, ak mnozina H obsahuje vSetky mozné dvojice typu
{u, v}, kde u, v € V a u 6=v. Uplny graf o n vrcholoch budeme zna¢it’ Kn.

e Stupei deg(v) vrchola v v grafe G = (V, H) je pocet hran incidentnych s vrcholom v.

V digrafe odeg(v) / ideg(v) - pocet hran vychadzajucich / vchadzajucich do v.
Pocet vrcholov neparneho stupna v 'ubovol'nom grafe G = (V, H) je parny.

o Graf G =(V, H) je izomorfny s grafom G’ = (V’, H'), ak existuje také vzajomne jednozna¢né
zobrazenie f: V « V', ze pre kazdi dvojicu vrcholov u, v € V plati: {u, v} € H prave vtedy,
ked’ {f(u), f(v)} € H' .Zobrazenie f sa vola izomorfizmus grafov G a G’

e Pravidelny graf stupiia k je taky graf G = (V, H), v ktorom ma kazdy vrchol v € V stupen k.

o Grafy G =(V, H), G =(V, H) nazveme komplementarne, ak V =V a pre kazdu dvojicu
vrcholov u, v € V takych, Zze u 6= v, plati: {u, v} € H prave vtedy, ked’ {u, v} €/ H.

Reprezentacia grafov a digrafov
¢ Reprezentiacia diagramom grafu

¢ Reprezentacia mnozinami vrcholov a hran
Nexh V1={1,2,3,4,5}, Hi={ {1,2}, {1,3}, {2,3}. {2,5}, {3.4}}.
Mnozinami Via Hi je jednoznaéne uréeny graf G1 = (V1 ,Ha1).

Podobne nech V,={1,2,3,4,5} a

H.={(1,2), (1.3), (2.1), (3,2), (3:4), (3,5) },
Potom mnozinami V2, H je jednoznaéne urceny digraf G, = (V2, Ha).

e Maticou prilPahlosti



Matica prilahlosti M = (m;) je $tvorcovd matica typu n x n, kde n = |V/|
je potet vrcholov grafu, resp. digrafu G, ktorej prvky st definované
nasledovne:
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Matica prilahlosti grafu G;. Matica prilahlosti digrafu Eg.

Maticou ohodnoteni hran
Matica M ohodnoteni” hran grafu, resp. digrafu je $tvorcovd matica typu
n x n, kde n = |V| je pocet vrcholov grafu, resp. digrafu a prvky ktorej si
definované nasledovne:
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Vrcholy okoli pre graf Gi. Vreholy wystupnych hviezd pre digraf Gs.

Incidenénou maticou vrcholov a hran

Incidenénad matica vrcholov a hradn je matica B typu n x m, kde n je
potet vrcholov a m potet hrin reprezentovaného grafu alebo digrafu.
KaZdy prvok by matice B hovori o spdsobe incidencie vrchola /s hranou
J nasledovne:

b — 1 ak vrchol i je incidentny s hranou j v grafe G
Y10 inak

1 ak vrchol i je zad¢iatognym vrcholom hrany j v digrafe_?
by = ¢ —1 ak vrchol i je kencowm vrcholom hrany j v digrafe
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Tabulka: Incidentnd matica grafu G, = (Vi, H;)

2. Cesty v grafoch. Sled, t’ah, cesta, cyklus, polosled, polot’ah, polocesta, polocyklus a ich
analogie v digrafoch. Suvislost’ grafov, Komponent grafu. Mosty a artikulacie. Tarryuho
prieskum grafov.

Sled v grafe G je l'ubovol'na alternujica (striedava) postupnost’ vrcholov a hran tvaru p(vl,
vk) = (v1,{v1, v2}, v2,{v2, v3}, v3, ... ,{vk—1, vk}, vk).
Tah v grafe G je taky sled v grafe G, v ktorom sa Ziadna hrana neopakuje.
Cesta v grafe G je taky sled v grafe G, v ktorom sa Ziaden vrchol neopakuje.
Priptstame aj tzv. trividlny sled, pre k = 1, t. j. sled tvaru (v1).
Cyklus (orientovany cyklus, polocyklus) je uzavrety tah (orientovany tah, polotah), v ktorom
sa okrem prvého a posledného vrchola ziaden vrchol nevyskytuje viac nez raz.
Polosled, polotah, polocesta (digraf).
Hovorime, ze graf G = (V, H) je suvisly, ak pre kazda dvojicuvrcholov u, v € V existuje u-v
cesta. Inak hovorime, ze graf G je nesuvisly.
Komponent grafu G = (V, H) je jeho l'ubovol'ny maximalny stvisly podgraf.
Mostom v grafe G = (V, H) nazveme taku hranu grafu G, po vyluc¢eni ktorej vzrastie pocet
komponentov.
Artikulaciou v grafe G nazveme taky vrchol, po vyluceni ktorého spolu s incidentnymi
hranami vzrastie pocet komponentov.
KruZnica je pravidelny suvisly graf 2. stupnia. Kruznicu o n vrcholoch budeme oznacovat’ Cn.
Tarryho algoritmus na konstrukciu takého sledu v grafe G = (V, H), ktory zacina v
I'ubovol'nom vrchole s € V , prejde vSetkymi hranami komponentu grafu G a skon¢i vo
vrchole s. Vysledny sled budeme volat’ Tarryho sled.
o Krok 1. Zaéni z 'ubovol'ného vrcholas € V, polozu :=s, T = (u). {T je inicializa¢ne
trivialny sled, obsahujuci jediny vrchol.}
o Krok2. Ak mozes, vyber k poslednému vrcholu u sledu T d’al$iu incidentn( hranu {u,
v} podla nizSie uvedenych pravidiel T1, T2 a zarad’ ju do sledu T . Zazna¢ si smer
pouzitia hrany {u, v}. Ak doteraz vrchol v este nebol zaradeny do sledu T , oznac
hranu {u, v} ako hranu prvého prichodu. Pri vybere hrany dodrzuj nasledujuce
pravidla:
T1: Kazda hranu mozno v jednom smere pouZit’ iba raz
o T2: Hranu prvého prichodu mozno pouzit,, iba ak niet inej moznosti
Krok 3. Ak taka hrana neexistuje — STOP. Inak poloZ u := v a pokra¢uj Krokom 2.

3. Najkratsia cesta. Zakladny algoritmus, Dijkstrov a Floydov algoritmus. Label set a label
correct implementacie algoritmov najkratSej cesty.

Sled (v1-vk sled) v grafe G je 'ubovol'na alternujuca postupnost’ vrcholov a hran tvaru:
mikro(vl, vk) = (v1, {v1,v2}, v2, {v2,v3}, v3 .... {vk-1,vk}, vk)

Tah v grafe G je taky v1-vk sled,v ktorom sa ziadna hrana neopakuje

Cesta v grafe G je taky v1-vk sled, v ktorom sa ziaden vrchol neopakuje

trivialny sled - sled tvaru (v1)

Orientovany sled, t'ah, cesta - to ist¢ ako hore len su tam jednoduché zatvorky miesto grafu
je pouzity digraf



o Polosled, tvar: mikro(v1,vk) = (v1,h1,v2,h2,....vk-1,hk-1,vk), v ktorej je kazda hrana hi
incidentnd s obomi susednmi vrcholmi tak , Ze jeden je zaCiato¢ny a druhy je koncovym
vrcholom hrany h

Polot’ah, polocesta - v digrafe taky polosled ...

uzavrety sled - ak vi=Vvy, inak nazveme otvoreny

suvisly graf - ak pre kazdi dvojicu vrcholov u,v existuje u-v cesta. Inak nesuvisly.

Komponent grafu - 'ubovol'ny max podgraf

Most - taka hrana po ktorej vyluceni sa zvysi pocet komponentov

Artikulécia - taky vrchol v grafe po ktorého vyluceni spolu s incidentnymi hranami vzrastie

pocet komponentov

o neorientovane suvisly digraf - ak pre kazdu dvojicu vrcholov existuje v G u-v polosled. Inak
je nesuvisly.

e orientovane suvisly digraf - ak pre kazdu dvojicu vrcholov u,v existuje aj orientovany u-v
sled alebo orientovany v-u sled.

e Zikladny algoritmus na hl'adanie najkratSich orientoanych ciest:

o Krok 1. Inicializacia.

o Pre kazdy vrchol i € V prirad’ dve znacky t(i) a X(i). {Znacka t(i) predstavuje horny
odhad dizky doteraz ndjdenej najlepsej u—i cesty a x(i) jej predposledny vrchol.}

o Polozt(u):=0,t(i)):=ccprei € V,i!=uax(i) =0 pre kazdéi €V

o Krok 2. Zisti, ¢i existuje orientovana hrana (i, j) € H, pre ktort plati t(j) > t(i) + c(i,j)

o Aktaka hrana (i, j) € H existuje, potom poloz t(j) := t(i) + c(i , j), X(j) := i a opakuj
Krok 2.

o Krok 3. Ak taka orientovana hrana (z kroku 2.) neexistuje, STOP.

e Dijkstrov algoritmus:

o Krok 1. Inicializacia. Pre kazdy vrchol i € V prirad’ dve znacky t(i) a x(i ). Znacky
t(i) buda dvojakého druhu, a to doc¢asné (ktoré sa este v priebehu vypoctu mozu
zmenit’) a definitivne (ktoré sa uz nemézu zmenit)

» Polozt(u)=0,t(i)=ocprei € V,il=uax(i)=0prekazdé i € V. Zvol
riadiaci vrchol r ;= u a znacku t( ) pri vrchole r = u prehlas za definitivnu,
ostatné znac¢ky za docasné.

o Krok 2. Ak jer=v, STOP. Ak t(v) < oo, znacka t(v) predstavuje
dizku najkratsej u—v cesty, ktora zostroj spitne z v pomocou smernikov x(i). Inak pre
vsetky hrany tvaru (r, j) € H, kde j je vrchol s do¢ashou znackou, urob: Ak t(j) > t(r)
+¢(r, j), potom t(j) :=t(r) + c(r, j), X(j) :=r Ponechaj zmenené znacky ako docasné.

o Krok 3. Zo vsetkych docasne oznacenych vrcholov najdi ten vrchol i, ktory ma
znacku t(i) minimalnu. Znacku pri tomto vrchole i prehlas za definitivnu a zvol’ za
novy riadiaci vrchol r ;=i .

o {Pokial’ existuje viac vrcholov s rovnakou minimalnou znackou, aka ma vrchol i, za
definitivnu zna¢ku mézeme prehlasit’ len znacku pri jednom z tychto vrcholov — ten
potom berieme za riadiaci. Na tie d’alsie dojde v nasledujucich krokoch vypoctu.}
GOTO Krok 2.

e Algoritmus 3.6. Label-set a Label-correct implementacia algoritmu na hl'adanie najkratSich
orientovanych u—v ciest z pevného vrchola u € V do vSetkych ostatnych vrcholovv € V v
hranovo ohodnotenom digrafe —G =(V, H, c) s nezapornou cenou orientovanej hrany c(h).

o Krok 1: Inicializacia. Poloz t(u) := 0, t(i) :==co pre i € V, i 6=u a x(i) := 0 pre kazdé
i €V .PolozE = {u}.

o Krok 2: Vyberr € E, poloz E := E — {r}. Pre vSetky orientované hrany tvaru (r, j) € H
urob: Ak t(j) > t(r)+c(r, j), potom t(j) := t(r)+c(r, j), X(j) :=r, E:= E U{j}.

o Krok 3: Ak E 6= @, chod’ na Krok 2. Ak E = @, potom t(i) predstavuje diZku najkrat3ej
orientovanej u—i cesty pre kazdy vrchol i. Najkrat$iu orientovani u—i cestu zostroj
potom spatne pomocou znaciek x(i) ako v predchadzajicich dvoch algoritmoch



4. Stromy a ich vlastnosti. Veta o ekvivalentnych vyrokoch s vyrokom \\"“graf G je stromom\\"".
PrehlPadavanie grafu do Sirky a do hlbky.

CyKlus - je netrivialny uzavrety tah v ktorom sa okrem prvého a posledného vrchola ziaden
neopakuje
Kruznica - je suvisly pravidelny graf druhého stupna
AcyKklicky graf - je graf, ktorého podgraf neobsahuje kruznicu
Strom - suvisly acyklycky graf
Nasledujuce tvrdenia st ekvivalentné:
a) G = (V,H) je strom.
b) V grafe G = (V,H) existuje pre kazdé u, v e V jedina u—V cesta.
¢) Graf G = (V,H) je suvisly a kazda hrana mnoziny H je mostom.
d) Graf G = (V,H) je suvisly a [H| = |[V|— 1.
e) V grafe G = (V,H) plati |[H| =|V| — 1 a G je acyklicky.
Graf G=(V,H,k) budeme nazyvat’ korennovym stromom, kde k je pevne vybrany vrchol, ktory
nazyvame koref.
tiroveii vrchola v korefiovom strome je dizka - poéet hran jedinej k-u cesty
vySka korenového stromu je maximalna uroven vrchola zo vSetkych urovni vrcholov
koreniového stromu
prehladavanie grafu G=(V,H) do hibky (Depth-First Search)
o Nech strom T je trividlny strom obsahujtci 1 vrchol, polozp(v) =1,k =1
o akeste T neobsahuje vSetky vrcholy grafu, GOTO3, inak STOP
o v grafe G so stromom T najdi hrani¢na hranu h = {u, v} s maximalnou znackou p(v)
zaradeného vrchola u.
o polozT:=T[{h}[{v} k:=k+1,p(v):=k GOTO 2
algoritmus na prehPadavanie do $irky je taky isty, len sa neh'add maximalna znacka ale
minimalna (Breadth-First Search)

5. Kostra grafu, najlacnejSie a najdrahSia kostra grafu, Kruskalov algoritmus I. a II. Vyuzitie
pre hP’adanie cesty maximalnej priepustnosti v grafe. Vyuzitie Kruskalovho algoritmu na
urcéenie komponentov grafu.

Kostra suvislého grafu G=V,H je taky jeho faktorovy podgraf, ktory je stromom
Ked G=V,H,c je hranovo ohodnoteny graf a K je jeho kostra. Cena ¢(K) kostry je sucet
ohodnotent jej hran.
NajlacnejSia Kosta v grafe G je kostra s najmensou cenou
NajdrahSia kostra v grafe G je kostra s najvdcSou cenou
na hl'adanie najlacnej$ej (najdrahsej) kostry pouzivame Kruskalov algoritmus I:
o zoradime hrany podla ich ohodnotenia vzostupne (zostupne) do postupnost P
o nech prva hrana postupnosti je {u,v}. Vylu¢ hranu u,v z postupnost P a ak uz s
vybranymi hranami netvori cyklus, zarad’ ju do kostry.
o ak je pocet hran vybranych rovny V-1 alebo ak je postupnost’ P prazdna - STOP, inak
GOTO2
na hl'adanie najlacnej$ej (najdrahsej) kostry pouzivame Kruskalov algoritmus I1:
o Zorad hrany podla ich ohodnotenia vzostupne (zostupne) do postupnosti P.
o Pre kazdy vrcholieV poloz k(i) =1i.
o Nech prva hrana v postupnosti P je hrana {u, v}. Vyluc hranu {u, v} z postupnosti P.
Ak Kk(u) 6= k(v), zarad hranu {u, v} do kostry, a lubovolne i e V, pre ktore k(i ) = k(v),
potom poloz k(i ) := k(u)

Cesta maximalnej priepustnosti

Nech G=V,H,c je hranovo ohodnoteny graf, v ktorom hrany h patri H ¢(h) > 0 znamena
priepustnost’

priepustnost’ c(mikro(u,v)) u-v cesty (sledu, polosledu ...) mikro(u,v) definujeme ako:
c(mikro(u,v)) = min { c(h) | h e mikro(u,v)}

u,v cesta mikro(u,v) v grafe G=V,H,c je u-v cesta maximalnej priepustnosti, ak ma
najvacsiu priepustnost’ zo vstkych u-v ciest v G



Algoritmus na hl’adanie u-v cesty maximalnej priepustnosti v stivislom hranovo
ohodnotenom grafe G=V,H,c:
o 'V grafe G zostroj najdrahsiu kostru K
oV kostre K najdi jedinti u-v cestu. Tato jedina u-v cesta v kostre K je u-v cestou
maximalnej priepustnosti v grafe G
o algoritmus najde cestu maximalnej priepustnosti, ale tato cesta nie je z hl'adiska
prejdenej vzdialenosti optimalna
Algoritmus na hPadanie najkratSej u-v cesty s maximalnou priepustnost’ou v stvislom
hranovo ohodnotenom grafe G=(V,H,c,d) kde c(h) je priepustnost’ a d(h) je diZka hrany h patri
H
o v grafe G najdi cestu maximalnej priepustnosti vzhl'adom na ohodnotenia hréan c.
Nech C je priepustnost’ cesty mikro(u,v)
o vytvor graf G'= (V,H', d) kde H'= {h|h patri H, c(h) >= C}. H' obsahuje len ie hrany
ktoré maju priepustnost’ vacsiu alebo rovnu nez C.
o V grafe G' najdi najkratsiu u-v cestu vzhI'adom na ohodnotenie hran d
Poznamka. Kruskalov algoritmus II (algoritmus 4.4) mdéZeme s vyhodou pouZit’ na zistenie
komponentov grafu. Ak totiz spustime tento algoritmus na nesuvisly graf, po skonceni prace
algoritmu znacky k( ) vrcholov z V budu urcovat’ komponenty nasledovne: Dva vrcholy u € V
, V € V st v tom istom komponente grafu G prave vtedy, ked’ k(u) = k(v) Pre zistovanie
komponentov grafu nie je potrebné usporiadat’ hrany podl'a ich ohodnotenia a krok 1
algoritmu 4.4 mozno preformulovat’ nasledovne: Zorad’ hrany grafu G do postupnosti P
Vv l'ubovol'nom poradi.

6. Acyklické digrafy a ich vlastnosti. Typy suvislosti v digrafoch - orientovana, neorientovana a
silna suvislost’. Monotonne o¢islovanie vrcholov grafu. Algoritmy na hPadanie najkratsej a
najdlhSej cesty v acyklickych digrafoch

Acyklicky digraf je taky digraf, ktory neobsahuje orientovany cyklus
Strom je suvisly acyklicky graf
Orientovany strom je neorientovane suvisly digraf, ktory neobsahuje polocyklus
Nasledujuce tvrdenia st ekvivalentné:
a) G = (V,H) je strom.
b) V grafe G = (V,H) existuje pre kazdé u, v e V jedina u—v cesta.
¢) Graf G = (V,H) je suvisly a kazda hrana mnoziny H je mostom.
d) Graf G = (V,H) je suvisly a [H|=|V|— 1.
e) V grafe G = (V,H) plati [H|=|V| — 1 a G je acyklicky.
Vlastnosti orientovanych stromov:
o v digrafe G existuje pre kazdé u,v patri V jedina u-v polocesta
o digraf G je neorientovane suvisly a kazda orientovand hrana H je mostom
o digraf G je neorientovane suvislyaH=V -1
o vdigrafe plati H=V -1 a G neobsahuje polocyklus
Nech G = V,H je acyklicky digraf. Potom V obsahuje aspoii jedn vrchol z taky Ze ideg(z) = 0
a apon jeden vrchol u taky ze odeg(u) =0
Ocislovanie vrcholov v1, v2, .... vn acyklického digrafu G = V,H plati: ak (vi, vk) patri H,
potom i < k, nazveme monoténnym ocislovanim vrcholov acyklického digrafu
Monoténne ocislovanie acyklického digrafu:
o Krok 1. Poloz i=1
o Krok 2. Vezmi taky vrchol v € V |, ze ideg(v) = 0 a poloz vi := V.
o Krok 3. Ak V - {v} = prazdna - STOP, inak G=G - {v}, i=i+1 a GOTO 2
Algoritmus na vypocet najkratSej u-v cesty v neorientovane stvislom acyklickom
hranovo ohodnotenom digrafe —G = (V, H, c).
o Krok 1. Monoténne oc€isluj vrcholy digrafu —G, nech P=v1,v2, ..., vk
postupnost’ vrcholov digrafu ——G zoradena podl'a monoténneho ocislovania.
Zisti index vrchola u v postupnosti P. Nech i je index taky, Ze u = vi.

o Krok 2. Pre kazdy vrchol v € V prirad’ znac¢ky t(v), x(v). Poloz t(u) := 0, t(j) := o pre
vSetky j !=u, j € V. Poloz x(j) := 0 pre vSetky j € V .



o Krok 3. Pre vsetky vrcholy w vystupnej hviezdy vrchola vi také, ze w = vi, urob:
Ak t(w) > t(vi) + c(vi, w), potom t(w) = t(vi) + c(vi, w), a x(w) := vi.
o Krok4.i:=i+1. Aki=nSTOP, inak GOTO Krok 3.

7. Casova analyza projektov - metéda CPM. Dve moZné reprezentacie (vrcholovo ohodnotenym
resp.- hranovo ohodnotenym digrafom). Najskor mozZny zaciatok vykonavania ¢innosti a
najneskor nutny koniec vykonavania ¢innosti. Trvanie projektu. Kritické ¢innosti a kriticka
cesta.

e Predpokladdme zaciatok vykondvania projektu v ¢ase 0. Najskor mozny zaciatok Ti ¢innosti
vychadzajucich z vrchola i je prvy ¢asovy okamih, kedy skonci vykonévanie poslednej z
¢innosti vchadzajucich do vrchola i.

e Trvanie projektu Tn je najskor mozny zaciatok ¢innosti vychadzajucich z konca projektu n.

e Najneskor nutny koniec T'i ¢innosti vchadzajucich do vrchola i je posledny casovy okamih,
po ktory sa ¢innosti vchadzajuce do vrchola i mozu oneskorit’ bez toho, aby sa zvécsilo trvanie
projektu Tn.

Casovi rezerva Ri vo vrchole i je Ri = T'i — Ti.

e Hodnotu Tn trvania projektu uréime ako Tn = dmax(1, n). . t. j. dizku najdlhsej
orientovanej cesty od zagiatku projektu 1 do konca projektu n. Kazdi orientovanii cestu dizky
trvania projektu Tn v sietovom digrafe nazveme Kritickou cestou (kritickych ciest méze
existovat’ aj viac).

e Cinnosti leZiace na kritickej ceste sa nazyvaju kritické ¢innosti.

e Algoritmus 5.6. Algoritmus II. na uréenie najskor moznych zaciatkov z(v) elementarnych
¢innosti v digrafe —G<< = (V, H, ¢).

o Krok 1. Vytvor monoténne oc¢islovanie v1, v2, ..., vn vrcholov
digrafu ——G=<<

o Krok 2. Kazdému vrcholu v € V prirad’ dve znacky z(v), x(v).
Pre kazdé v € V inicializa¢ne poloz x(v) := 0, z(v) := 0.

o Krok 3. Postupne pre k=1,2,...,n— 1 urob:
Pre vSetky také vrcholy w vystupnej hviezdy vrchola vk, ze w 6= vk,
urob:
Ak z(w) < z(vk) + c(vKk), potom z(w) := z(vk) + c(vk) a x(w) := vk.

o Krok 4. Vypocitaj trvanie projektu
T := max{z(w) + c(w) | w € V, odeg(w) = 0}

e Algoritmus II. na uréenie najneskor nutnych koncov k(v) elementarnych ¢innosti v digrafe
-——G=<<=(V,H,¢0).

o Krok 1. Vytvor monoténne oc¢islovanie v1, v2, . .., vn vrcholov digrafu
—G<<.

o Krok 2. Kazdému vrcholu v € V prirad’ dve znacky k(v), y(v). Nech T je
trvanie projektu. Pre kazdé v € V inicializa¢ne poloz k(v) =T, y(v) :=0.

o Krok 3. Postupne prei=n—1,n—2,...,1 urob:
Pre vSetky vrcholy w vystupnej hviezdy vrchola vi také, ze w 6= vi, urob:
Ak k(vi) > k(w) — ¢(w), potom k(vi) :=k(w) — c(w) ay(vi) =w

Pre kazdy vrchol i sietového digrafu vypocitame Ti, t. j. najskdr mozny

zadiatok ¢innosti vychadzajtcich z vrchola i, ako Ti = dmax(1, i) a T'i najneskor nutny koniec
¢innosti vehadzajucich do vrchola i ako T'i = Tn — dmax(i, n) kde dmax(x, y) je dizka
najdlhSej orientovanej x—Y cesty. Pre vrchol i leziaci na nejakej kritickej ceste je Ti=T'

i, pre ostatné vrcholy je Ti <T 1.



8. Eulerovsky t’ah v grafe. Eulerovsky graf. Kritérium pre to, aby bol graf eulerovsky.
Algoritmy na zostrojenie uzavretého eulerovského t'ahu v grafe (Fleuryho, labyritnovy,
postupnym rozsirovanim uzavretého t’ahu).
e hovorime, ze sled s(u, v) v suvislom grafe G = (V,H) je eulerovsky,ak obsahuje vsetky hrany
grafu G.
o Kedze tah obsahuje kazdu hranu grafu G prave raz, postupnost vrcholov a hran tahu t(u, v)
predstavuje postup, ako nakreslit diagram grafu G ”jednym tahom”.
e hovorime, ze graf G = (V,H) je eulerovsky, ak v nom existuje uzavrety eulerovsky tah.
e Suvisly graf G = (V,H) je eulerovsky prave vtedy, ked stupne vsetkych vrcholov grafu G su
parne.
e Algoritmus na konstrukciu eulerovskeho tahu :

o Zacni z lubovolneho vrchola z, poloz T = (z) a postupne predlzuj tah T pokial sa da.
Ukoncis vo vrchole z.

o Najdi prvy vrchol v tahu T , ktory ma este aspon jednu hranu nepouzitu v tahu T .
Ak taky vrchol v neexistuje, STOP.

Tah T je hladanym uzavretym eulerovskym tahom.

o Vytvor tah S takto: Poloz S = (v) a postupne predlzuj tah S doteraz nepouzitymi
hranami, pokial sa da. Ukoncis vo vrchole v.

o Rozdeltah TnazvtahTlav-ztahT2,t.j. T=T1+T2. PolozT=T1+S+T2.
GOTO Krok 2.

e Fleuryho algoritmus na hladanie eulerovskeho tahu:

o Zacni v lubovolnom vrchole a do tahu T zarad lubovolnu s nim incidentnu hranu.

o Aksudo tahu T zaradene vsetky hrany grafu G, STOP.

o Ako dalsiu hranu zarad do tahu T taku hranu incidentnu s jeho poslednym vrcholom,
po vybrati ktorej sa podgraf grafu G pozostavajuci z nevybratych hran a s nimi
incidentnych vrcholov nerozpadne na
- dva netrivialne komponenty
- netrivialny komponent a izolovany zaciatok tahu T .

o GOTO krok 2.

e Labyrintovy algoritmus na hladanie uzavreteho eulerovskeho tahu:

o Zacni z lubovolneho vrchola u e V. Nech sled S inicializacne pozostava z jedineho
vrchola u. Poloz w := u — vrchol w je posledny vrchol doteraz vytvoreneho sledu S.

o Ako dalsiu hranu vyber podla nizsie uvedenych pravidiel do sledu S hranu {w, v}.
Zaznac si smer pouzitia hrany {w, v}. Ak doteraz vrchol v este nebol zaradeny do
sledu S, oznac hranu {w, v} ako hranu prveho prichodu.

Dalej zaznamenaj tzv. sp atnu postupnost — poradie hran, v ktorom sa v slede S
vyskytuju po druhykrat. Pri vybere hrany dodrzuj nasledujuce pravidla:
(L1): Kazdu hranu mozno v jednom smere pouzit iba raz
(L2): Poradie zaradovania hran:
— nepouzite hrany
— hrany pouzite raz
— hrana prveho prichodu (ak niet inej moznosti)
o Ak taka hrana neexistuje — STOP.
Spatna postupnost urcuje hladany eulerovsky tah.
o Inak poloz w := v a pokracuj krokom 2.



9. Uloha &inskeho postira. Parenie v grafe. Edmondsov algoritmus na rieSenie iilohy ¢inskeho
postara.

slovne: Postar ma vyjst’ z posty, prejst’ vSetky ulice svojho regionu a vratit’ sa spét’ tak aby sa
¢o najmenej nachodil
matematicky: V stvislom hranovo ohodnotenom grafe najst’ uzavrety eulerov sled najmensej
dizky
ak ma graf vrcholy s parnym stupiiom, staci zostrojit’ uzavrety eulerov tah
ak ma vrcholy s neparnym stupiiom, potom ich tam je parny pocet 2t
pridanim fiktivnych hran typu {neparny, neparny} s dizkou rovnajiicou sa vzdialenosti
prislusnych vrccholov v G mozno dostat’ eulerovsky graf
&¢im mensi saget dizok pridanych fiktivnych hran, tym lepsie riesenie
eulerovsky sled: sled s(u,v) v suvislom grafe G, ak obsahuje vSetky hrany grafu G
eulerov tah je taky tah t(u,v) v savislom grafe G, ktory obsahuje vsetky hrany grafu G
eulerov graf je taky graf, v ktorom existuje uzavrety eulerovsky t'ah
parenie je taky podgraf P grafu, ktorého kazdy stupen vrchola je prave 1
cena parenia je sucet ohodnoteni hran pérenia
maximalne parenie - hovorime, Ze parenie P je maximalne parenie v grafe G, ak P
nie je podgrafom Ziadneho iného parenia v G
najpocetnejSie parenie - parenie P je najpoCetnejSie parenie v grafe G ak P ma zo
vSetkych pareni najvacsi pocet hran
uplné parenie je parenie P, ktoré obsahuje vSetky vrcholy pdvodného grafu G (P je faktorovy
podgraf grafu G)
na riesenie ulohy pouzivame Edmondsov algoritmus:
o najdeme vrcholy s neparnym poctom stupniov - parny pocet
o ztychto vrcholov spravime uplny graf G' a ohodnotime vzdialenost’ami koncovych
vrcholov hrany v G
o Vv grafe G' spravime Gplné parenie s najniZSou cenou
o hrany parenie pridame do hranovej mnoziny pévodného grafu - dostaneme multigraf,
v ktorom maju vsetky vrcholy parny pocet stupiiov
o zostrojime najkratsi eulerovsky tah T
o hrany parenia v tahu T nahrad’ najkratS$imi cestami v G a oznac ich ako prejdené na
prazdno. Dostaneme najkratsi eulerovsky uzavrety sled v G

10. Uloha obchodného cestujiiceho. Hamiltonovsky cyklus a hamiltonovsky graf. Postadujiice
podmienky pre to, aby graf bol hamiltonovsky. Metoda zdvojenia kostry a metoda Kkostry a
parenia. Vytvaracie a zlepSujuce heuristiky.

slovne: Obchodny cestujici navstivit’ vSetkych svojich zakaznikov a vratit’ sa domov tak, aby
sa ¢o najmenej nachodil
matematicky:

o ak dovolujeme navstivit’ viackrat: V suvislom hranovo ohodnotenom grafe najst’
najkratsi uzavrety hamiltonovsky sled. Hamiltovovsky sled je taky sled s(u,v), ktory
obsahuje kazdy vrchol grafu G.

o aknedovolujeme: V suvislom hranovo ohodnotenom grafe G hl'adame najkratsi
hamiltovovsky cyklus. Hamiltonovsky cyklus je Specialny pripad hamiltonovského
sledu.

hamiltonovsky graf je taky graf, ktory obsahuje hamiltonovsky cyklus

v praxi sa hamiltonovsky cyklus vyskytuje vel'mi malo a tak sa sustredime na hl’adanie
hamiltonovského sledu. Zakazovat’ navstvy aj tak nema zmysel.

ak v grafe hamiltonovsky cyklus neexistuje hl'adame ho pomocou hamiltonovského sledu v
uplnom grafe G', ohodnotenom vzdialenost'ami v pdvodnom grafe.

v grafe G' plati trojuholnikova nerovnost’ d(u,v) <= d(u,w) + d(w,v)

na rieSenie mame suboptimalne algoritmy, ktoré davaju dostato¢ne dobré rieSenia ale nie
dostato¢ne efektivne



e Greedy Method (pazrava metoda)

o Zacni v lubovol’nom vrchole a do (buduceho) hamiltonovskeho cyklu vloz
najlacnejsiu hranu incidentnu s tymto vrcholom.

o akje vybranych n-1 hran, uzavri cyklus

o Inak vyber taku najlacnejsiu nevybranu hranu incidentnu
s poslednym vrcholom doteraz vybranej postupnosti, ktora nie je
incidentna so ziadnym inym vrcholom vybranej postupnosti. Goto2

o kazdu hrany cyklu nahradime prislusnou najkratSou cestou v pévodnom grafe G

e Metoda zdvojenia kostry

o v grafe G zostrojime najlacnejsiu kostru

o v kostre K zostrojime uzavrety sled S, ktory obsahuje kazda hranu prave 2x.
(pouzijeme napriklad Tarryho algoritmus)

o zuzavretého sledy vytvorime hamiltonovsky cyklus takto: prechadzaj sledom S a ked’
narazi$ na vrchol alebo tsek vrcholov za sebou, ktoré sa opakuju, premosti ich
priamou ¢iarou.

e Algoritmus kostry a parenia
o v grafe G zostroj najlacnejsiu kostru K
v kostre K najdi vSetky vrcholy neparneho stupiia - parny pocet 2t
z tychto vrcholov zostroj tplny graf G’ - jeho hrany ohodnot podl'a p6vodného grafu
v grafe G’ najdi uplné parenie s minimalnou cenou
hrany parenia pridaj do najlacnejSej kostry K. Dostanes multigraf s parnym stupniom
vrcholov
v grafe (multigrafe) zostroj uzavrety eulerovsky tah T

o hamiltonovsky cyklus takto: prechadzaj tahom T a ked narazi$ na opakujice sa

vrcholy alebo usek vrcholov, premosti ich priamou hranou
e Vytvarajuce heuristiky skon$truuji novy hamiltonovsky cyklus. Zlepsujuce heuristiky sa
snaziavylepsit’ sti¢asny hamiltonovsky cyklus.

O O O O

O

11. Algoritmy a ich zlozitost’. Definicia symbolu $O(f(n))$, polynomialne algoritmy.
Polynomiilna redukcia a polynomidlna transformacia. Polynomiilne rieSiteI’'né iilohy a NP-
t'azké ulohy.

e Pod pojmom algoritmus rozumieme postupnost’ krokov, ktora nas dovedie
k ziadanému rieseniu daného problému. Ziada sa, aby algoritmus mal tieto
vlastnosti:
o determinovanost’ — ma byt zadany kone¢nym poctom jednoznaénych pravidiel
o efektivnost — ma zarucit’ vyrieSenie ulohy po konecnom pocte krokov
o hromadnost — ma byt pouzitel'ny na celu triedu pripadov ulohy svojho typu
e Pre ohodnotenie vypoctovej zlozitosti algoritmu nas vSak viac ako jeden konkrétny pripad
zaujima zavislost’ poctu elementarnych krokov algoritmu na velkosti resp. rozsahu pocitanej
tlohy. Budeme definovat’ dizku ulohy ako mnoZstvo vstupnych dat prisluinej ulohy.
Priklad
Pre graf G = (V, H) alebo digraf —G = (V, H) s n vrcholmi a m hranami, t.j. kde [V|=n, [V|=m,
bude dizka ulohy (m + n). Niekedy sa udava len zavislost’ ¢asu vypoétu len na poéte vrcholov n,
pricom sa berie do uvahy, ze m <n(n— 1)/2 <n2 pre grafy, resp. m <n(n — 1) <n2 pre digrafy.

e Pocet krokov algoritmu moze totiz zavisiet’ nielen od mnozstva vstupnych dat, ale aj od ich
vzajomnej konfiguracie. Preto funkcia T (n) moZe vyjadrovat’ iba hornt hranicu po¢tu krokov
algoritmu pre najhorsi pripad lohy s dizkou n (worst case analysis).

e Nech g(n), h(n) st dve kladné funkcie definované na mnozine prirodzenych ¢isel. Budeme
pisat’ g(n) = O(h(n)) a hovorit, Ze funkcia h(n) asymptoticky dominuje funkcii g(n), ak
existuje konstanta K a prirodzené ¢islo n0 také, ze g(n) < K.h(n) ¥n > no.

Hovorime, ze algoritmus A ma zloZitost’ O(f(n)), ak pre horny odhad T (n) po¢tu krokov
algoritmu A pre ulohu dizky n plati T (n) = O(f(n)).



Skratene hovorime o O(f(n)) algoritme. Specidlne ak f(n) < n* pre nejaké konstantné k,
hovorime, Ze A je polynomialny algoritmus.

Hovorime, ze problém ma zlozitost’ nanajvys O(f(n)), ak preni existuje O(f(n)) algoritmus.
Nech je dany problém P; so vstupnymi datami D;. Problém P1 mézeme riesit’ aj tak, ze ho
pretransformujeme na iny problém P tak, Ze data D, prerobime na data D, problému P,. Ak
riesenie R, problému P, vieme prerobit’ na rieSenie Ri problému Py, transformacia je hotova.
Ak prerobenie dat D; na D- a rieSenia R na R1 vyZaduje len polynomialny pocet
elementarnych operacii, nazveme tuto transformaciu polynomialnou transformaciou.

Ak prevody dat a rieSeni vyZaduju len polynomialny pocet elementarnych operacii a vypocet
vyzaduje polynomialny pocet vypoctov problému P2, hovorime, Ze sme problém P1
polynomialne redukovali na problém P2. Ak problém P1 moZno polynomiéalne redukovat’
na problém P2 a naopak, problém P2 moZzno polynomialne redukovat’ na P1 hovorime, ze
problémy P1, P2 st polynomialne ekvivalentné.

Ako etalon tazkych uloh bola vybraté tiloha bivalentného lineadrneho programovania (BLP).
Problém, ktory mozno polynomialne redukovat’ na ulohu BLP, je I'ahsi alebo rovnako t'azky
ako uloha BLP. Problém, na ktory mozno polynomialne redukovat’ ulohu BLP je tazsi alebo
rovnako tazky ako tloha BLP.

Hovorime, Ze problém P je NP-t’azky, ak tlohu bivalentného linearneho programovania
mozno polynomialne redukovat’ na P. Hovorime, Ze problém P je NP-Pahky, ak problém P
mozno polynomialne redukovat’ na ulohu bivalentného linearneho programovania. Hovorime,
ze problém P je NP—ekvivalentny, ak je problém P polynomialne ekvivalentny s ulohou
bivalentného linearneho programovania.

12. Alokacné ulohy - depa a havarijné stradiské. VaZeny p-medidn a vaZené p-centrum.
Heuristicky vymenny algoriotmus. Atrakéné obvody.

Pri zasobovani uizemia nejakym tovarom (uhlim, nabytkom, potravinami, liekmi atd’.) casto
potrebujeme rozhodnut’, kol'ko skladov a v ktorych lokalitich mame postavit. Podobny
problém moZzeme riesit’ pri rozhodovani kol’ko stredisk zdravotnej zdchrannej sluzby a v
ktorych miestach zriadit’. Tieto problémy spadaju pod tzv. loka¢né problémy. Lokacné
problémy sa liSia typom kriterialnej funkcie a modelom prostredia, v ktorom ich rieSime.
Existuje niekol’ko spésobov na modelovanie a rieSenie lokacnych problémov. NajdélezitejSimi
z nich st metddy celociselného linearneho programovania a metody teodrie grafov. My sa,
pochopitel'ne, budeme zaoberat’ metdodami teorie grafov v najjednoduchsom pripade, kedy je
uz mnozstvo skladov ¢i zachrannych stredisk zname. Modelom prostredia, v ktorom budeme
tieto ulohy riesit’, bude suvisly hranovo a vrcholovo ohodnoteny graf G =(V, H, ¢, w), v
ktorom vrcholy predstavuji krizovatky a ddlezité body, hrany modeluju ulice, resp. priame
cesty medzi vrcholmi, ohodnotenie c(h) hrany h € H predstavuje dizku hrany h, ohodnotenia
w(Vv) vrchola v € V — vaha vrchola v (predstavuje relativnu dolezitost’ vrchola v). Vetky
vrcholy v grafe G = (V, H, ¢, w) potrebuji obsluhu. Ich naro¢nost’ na obsluhu je vyjadrena ich
vahou. Niektoré vrcholy v grafe G mézu naviac sluzit’ ako strediska obsluhy. Pozname dve
zakladné funkcie stredisk obsluhy. Prva z nich je funkcia zasobovacia. V tomto pripade pre
stredisko obsluhy pouzivame termin depo. V depe je umiestneny sklad materialu. Kazdy
vrchol v grafu G = (V, H, ¢, w) potrebuje za jednotku ¢asu w(v) jednotiek materialu,
jednotkové naklady na dovoz materialu st imerné prepravovanej vzdialenosti. Tu h'adame
také umiestnenie diep, ktoré minimalizuje celkové dopravné naklady na obsluhu vsetkych
vrcholov grafy G. Druha funkcia stredisk obsluhy je zachranna. Takd funkciu plnia napriklad
stanice pohotovostnej lekarskej sluzby, poZiarne zbrojnice, strediska horskej sluzby atd’. V
tomto pripade pre stredisko obsluhy pouzivame termin havarijné stredisko. Tu uz dopravné
naklady nehraju takt délezitu ulohu ako v predchadzajucom pripade — kritériom je tu
dostupnost’ najhorsie poloZzeného vrchola grafu G = (V, H, ¢, w). Chceme najst’ umiestnenia
stanic zachrannej lekarskej sluzby tak, aby ani ten najhorsie poloZzeny pacient neumrel pre
neskory pri chod pomoci, chceme néjst’ umiestnenie poziarnych zbrojnic tak, aby v pripade
potreby poziarnici dosli v¢as, aj keby poziar vznikol aj v najhorsie polozenom mieste.

Nech 1 <p <|V |, Dp p-prvkova podmnozina mnoziny V . Hovorime, Zze Dp je vazeny p-
median grafu G, ak pre 'ubovol'nt p-prvkovu podmnozinu D'p mnoziny V plati f(Dp) <
f(D'p), t.j. ak sthmn vaZena vzdialenost’ vSetkych vrcholov grafu G od Dp je najmensia medzi



vetkymi p-prvkovymi podmnoZinami mnoziny V . Specialne ak w(v) = 1 pre vietky v € V ,
hovorime, Ze Dp je p-median.
Nech 1 <p <|V |, Dp p-prvkova podmnozina mnoziny V .Hovorime, ze Dp je vazené p-
centrum grafu G, ak pre l'ubovolnt p-prvkovi podmnozinu D'p mnoziny V plati ecc(Dp) <
ecc(D'p),t. j. ak mnozina Dp ma najmensiu vazenu excentricitu zo vSetkych p-prvkovych
podmnozin mnoziny V . Specidlne ak w(v) = 1 pre vietky v € V , hovorime, ZeDp je p-
centrum.
Heuristicky algoritmus na hl'adanie vazené¢ho p-medianu v stuvislom hranovo a vrcholovo
ohodnotenom grafe G = (V, H, ¢, w) .
o Krok 1. Nahodne vyber p-prvkovii podmnozinu mnoziny V .
NechDp={vl,v2,...,vp},V—-Dp={ul,u2,...,uq},kdeq=|V|—p.
o Krok 2. Hladaj také i,j, 1 <i<p,1<j<q,
ze pre D'p(i, j) = (Dp U {uj}) — {vi} je f(D'p) <f(Dp).
o Krok 3. Ak taka dvojica indexov i, j neexistuje, STOP.
Inak poloz Dp := D'p(i, j) a GOTO Krok 2.
Nech je dany suvisly hranovo a vrcholovo ohodnoteny grafG = (V, H, c, w) a p-prvkova
mnozina diep Dp. Atrakény obvod A(v) depa v € Dp je mnozina vsetkych takych vrcholov
grafu G, ktorych vzdialenost’ od depa v je mensia alebo rovna ako vzdialenost’ od inych diep,
tj. A(V) ={X| x € V, Vu € Dp d(v, x) <d(u, x)}
Prvotny atrakény obvod A’(v) depa v € Dp je mnozina vSetkych takych vrcholov grafu G,
ktorych vzdialenost’ od depa v je mensia ako vzdialenost’ od inych diep, t.].
A'(v)={x|x € V, Yu € Dp, u6=vd(v, x) <d(u, x)}

13. Toky v siet’ach. Dopravna siet’, zdroj, ustie. Tok -- definicia, velkost’ toku, maximalny tok.
Rezova mnozina, Ford-Fulkersonova veta a algoritmus na hPadanie maximalneho toku v sieti.
Algoritmus na hPadanie maximalneho toku s minimalnou cenou. Siete s viacerymi zdrojmi a
viacerymi ustiami.

sietou nazveme neorientovane suvisly hranovo ohodnoteny digraf G zo sipkou =(V,H,c) v
ktorom ohodnotenie c(h) > 0 kazdej hrany h patri H je celoCiselné a predstavuje priepustnost’
hrany h a v ktorom existuje

o prave jeden vrchol z taky ze ideg(z) = 0, — zdroj

o prave jeden vrchol odeg(u) = 0, - Gstie
pre kazdy vrchol digrafu plati znacenie:

o H+(v) - mnozina hran z vrchola v vychadzajicich

o H-(v) je mnozina hran do vrchola v vhcadzajucich
Tok v sieti G=(V,H,c) je celociselna funkcia y: H->R definovana na mnozine orientovanych
hran H, kde plati:

o y(h) >=0 pre vsetky h patri H

o Yy(h) <=c(h) pre vsetky h patri H

o suma (h patri H+(v) ) y(h) = suma (h patri H-(v) ) y(h) pre vsetky v patri V okrem v=u

av=z

o suma (h patri H+(z) ) y(h) = suma (h patri H-(u) ) y(h)
Velkost'ou toku y nazveme ¢islo F(y) = suma (h patri H+(v) ) y(h), ¢o sa rovna suma (h patri
H-(u) ) y(h)
tok v sieti G je maximalny, ak mé najvaécsiu velkost’ zo vSetkych moznych tokov v sieti G
Orientovanu hranu nazveme nastenou, ak c(h) = y(h)
rezerva hrany v poloceste mikro(v,w): r(h) = c(h) - y(h) ak je hrana h pouzita v smere
orientacie, r(h) = y(h) ak je hrana pouzita proti smeru orientacie polocesty
Rezerva polocesty mikro(u,v) je minimum rezer hran tejto polocesty
polocesta je rezervna polocesta ak ma kladnu rezervu
rezervna polocesta mikro(u,v) zo zdroja do Ustia sa nazyva zvac¢sujlica polocesta
Ford-Fulkerson veta: Toky v sieti G=V,H,c so zdrojom z a Gstim u je maximalny prave vtedy
ked’ neexistuje z-u zviacsujuca polocesta
Ford-Fulkerson algoritmus na hl'adanie maximalneho toku v sieti:

o Zvol v sieti za¢iatocny tok y, napriklad nulovy tok



o najdi v sieti G s tokom y zvacSujicu polocestu mikro(z,u)
o ak zvdcSujlca polocesta neexistuje, tok y je maximlny - STOP
o ak zvécSujlca polocesta mikro(z,u) existuje a ma rezervu r zmei tok y nasledujico:
= y(h) =y(h) ak h nele69 na ceste mikro}z,u|
= y(h) =y(h) +rak h lezi na ceste v smere svojej orientacie
= y(h) =y(h) - r ak h lezi na ceste proti smeru svojej orientacie
= GOTO2

14. Rovinné grafy. Stena rovinného diagramu, Eulerov vzorec. Maximum po¢tu hran rovinného
grafu. Homeomorfizmus grafov. Prototypy najjednoduchSich nerovinnych grafov.
Kuratowského veta.

Graf je usporiadana dvojica G = (V,H), kde V je neprazdn kone¢na mnozina a H je mnozina
neusporiadanych dvojic typu {u,v} takych Ze u patri V, v patri V a u!=v.

Prvky mnoziny V nazyvame vrcholy a prvky mnoziny H hranami grafu G.

Digraf - usporiadnaa dvojica - (u,v) - V - vrcholy, H - orientované hrany digrafu

Diagram grafu je graficka reprezentacia grafu - jeho prislusny obrazok

graf G=V,H nazveme rovinny, ak k nemu existuje rovinny diagram

Diagram grafu nazveme rovinny ak sa jeho hrany nepretinaji nikde inde okrem vrcholov
niekde aj planarny graf, nakresy ...

stena je maximalna Cast’ roviny, ktorej 2 'ubovol'né body mozno spojit’ suvislou ¢iarou
nepretinajucou ziadnu hranu rovinného diagramu.

2 druhy stien, vonkajsia - prave jedna stena je neohrani¢ena a d’alie su vnatorné

Eulerova polyedricka formula: Nech G=V,H je suvisly rovinny graf a S je mnozina stien jeho
rovinného diagramu, potom plati: S=H -V + 2

Maximum poctu hran rovinného grafu: Nech G=V,H je mximalny rovinny graf s mnozinou
vrcholov V, kde V >= 3. Potom: H = 3*V - 6, teda H<=3*V-6

uplny graf s piatimi vrcholmi K5 a aplny bipartitny graf K3,3 nie st rovinné

Rozpoltenie hrany - rozdelenie hrany na 2 hrany a v bode rozdelenia pridame vrchol

grafy G=V,H a G'=V',H' s homeomorfné ak st izomorfné alebo ak kone¢nym poétom
rozpol'teni hrdn mézeme dostat’ izomorfné grafy

Kuratowski - graf G je rovinny prave vtedy ak ako podgraf neobsahuje graf homeomorfny s
K5 alebo K3,3

15. Farbenie grafu, n-zafarbite'nost’ grafu, chromatické ¢islo grafu. Heuristiky na farbenie
grafov. Praktické ulohy vedice na rieSenia ulohy farbenia grafu.

modzeme ilustrovat’ na ulohe zafarbenia Statov na politickej mape tak, aby Ziadne 2 susedné
Staty neboli zafarbené rovnakou farbou.
o kazdému §tatu i moru pridelime jeden vrchol
o vrcholy pospdjame susedny so susednym
o diagram vysledného grafu
zafarbenie grafu je funkcia ktora kazdému vrcholu priradi prave jednu farbu
pripustnym zafarbenim nazveme také zafarbenie, ktoré ziadnym 2 susednym vrcholom
nepriradi ta istu farbu
graf G = (V,H) nazveme k-zafarbitePnym ak jeho vrcholy mozno pripustne zafarbit’ k farbami
(t. j. tak, aby ziadne dva susedne vrcholy neboli zafarbene rovnakou farbou.)
chromatické ¢islo grafu je najmensie prirodzené ¢islo K také, ze graf G je k-zafarbitel'ny.
Chromatické ¢islo budeme znaéit’ symbolom X(G)
Sekven¢né farbenie grafu:
o NechP=vl,Vv2... vn je 'ubovolna postupnost’ vrcholov grafu
o Postupne pre i=1,2 ...n urob: Zafarbi vrchol vi farbou najmensieho cisla takou, ze
ziaden zo zafarbenych susedov vrchola vi nie je zafarbeny touto farbou.
o algoritmus potrebuje najviac max {deg(v) | v patri V} + 1 farieb, resp (G) 1+
max{deg(v) |v2 V}
Paralelné farbenie grafu:



o Zorad vrcholy G do postupnosti P podl’a stupna vrchola nerasttco. Inicializuj
mnozinu farieb F = {1}, j=1,

o Postupne prechadzaj vrcholy vi postupnosti P a ak vrchol vi nema suseda zafarbeného
farbou j, tak ho farbou j zafarbi.

o ak su vsetkcy vrcholy postupnosti zafarbené, STOP

o anie st zvys pocet farieb, j=j+1; F=F zjednotenie {j} a goto2

e Aplikacie: priradovanie radiovych frekvencii, minimalizacia poctu faz na svetelnej
krizovatke, minimalizacia nakupnych tasiek....



